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Reseni tlohy ¢&. 3

Ochodéeni

Reseni

Vstup si miizeme vhodné zakdédovat jako binarni sekvenci. V sekvenci zapisSme 1, tam kde
je zména mezi polohami sousednich selem. Zapiseme 0, pokud sousedni Selmy maji stejnou
polohu. Pridame si jednu 0 na zacatek a na konec, abychom mohli detekovat i zménu u prvni
a posledni selmy. Chceme zjistit pocet povelu k ziskani sekvence 0, 0,0, ...0.

Cilem je se zbavit vSech 1 v sekvenci (nazvéme jednicku tokenem). Povel, jedind povolena
operace, vezme token a posune ho o prvocislo pozic v sekvenci. Kdyz se dva tokeny setkaji,
zmizejl (zméni se na 0).

Méjme tokeny na pozicich ¢ a j. Cena tj. pocet operaci k vymazani téchto tokenii se
pocita nasledovné. Pokud:

i — j| je prvodislo: staci 1 operace, cena je 1. Tedy vezmu token, posunu o |i — j|, tokeny
se setkaji a zmizi. Méné operacemi to nejde.

i— 7| je sudé: potfebujeme 2 operace. To lze uréit se znalosti, Ze kazdé sudé ¢islo do 107 je
rozdilem dvou prvoéisel (viz Goldbachova hypotézal) platici pro ¢isla v nasem rozsahu).
Vime, Ze existuje prvocislo p, které zméni polohu Selméam o j tak, aby ve vysledku |i+p—j|
bylo prvocislo. Jednou operaci nic nezmizeme, 2 jsou tedy nejlepsi feseni, co nalezneme.
i — j| je liché ale neni prvocislo: potfebujeme operace 3. Nejdiive pripoCteme néjaké
prvodislo p, tak ze |i + p — j| je sudé a pak postupujeme jako o bod vyse. Jednou operaci
nic nezmuzeme (rozdil neni prvocislo), musime udélat operaci, a tak se dostaneme na
sudé ¢islo a u toho vime, Zze méné nez 2 operacemi to nejde.

Vypisme si poc¢atecni pozice tokent y1, ..., yy. Tokeny chceme sparovat do M /2 dvojic,
tak abychom minimalizovali pocet operaci. Oznac¢me si M., M, pocet tokenii na sudych,
lichych pozicich respektivé. Pokud udélame k dvojic, co potfebuji jednu operaci, celkovy
pocet operaci bude:

k14 (Mo —k)//2+ ((My—k)//2) -2 + (M. — )%2) - 3

kde // je celo¢iselné déleni a % je zbytek po déleni.

Chceme maximalizovat k. To mtzeme provést bipartitnim parovanim na grafu, kde vr-
choly jsou tokeny a vaha hrana je mezi tokeny pokud je jejich cena smazani 1 (tj. jsou
prvociselné daleko od sebe). Nésledné ndm zbyly uz ceny smazéni 2 nebo 3. Cena 2 se vy-
skytuje u tokenu, které jsou ve stejé mnoziné M., nebo M, (sudé-sudé = sudé, liché-liché
= sudé). Jelikoz cena mezi libovolnymi tokeny ve stejné mnoziné je vzdy dva, snadno napé-
rujeme tyto tokeny. Nakonec nam z obou mnozin zbyl bud zadny nebo jeden vrchol, ktery
musime naparovat za cenu 3.

Vytvofit takovyto graf znamena zjistit cenu hrany mezi M, a M,, coz je O(n?) porovnani,
kde n je pocet Selem. O maximalnim bipartitnim parovani a jeho slozitosti se mtzete docist
zde?). Z toho vime, Ze nage bipartirni parovani nem4 slozitost horsf nez O(n?), tedy kone¢nd
slozitost je O(n?).

1) https://en.wikipedia.org/wiki/Goldbach%27s_conjecture
2) https://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/parovani.html
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Proc¢ je algoritmus spravny? Prevedeni na tokeny jsme schopni provést i zpét a kazdé
zadani ma zakodovani v tokenech. To samé plati i pro prevedeni tokenti na ¢isla jejich pozic.
Algoritmus bipartirniho parovani je znamy algoritmus, ktery je spravny a vime ze dava
optimalni feseni. (Nebo se to do¢teme v odkazu) Algoritmus je kone¢ny, ze stejného duvodu,
tedy prevedeni na tokeny je M operaci, prevedeni na pozice je také M operaci a bipartirni
parovani je konec¢ny algoritmus.

Bodovani

« + 1 1. priklad spravné

« + 1 2. priklad spravné

« + 2 pravidla pro sudé, prvocislo a ostatni
« 4+ 1 slozitost

Podle slozitosti resenti:

« + 1 mé néjaké fungujici feseni (nemusi nalézt optimélni pocet)
« + 2 feseni na dobré cesté ale nedotazené

« 4+ 3 Bruteforce (spravny pocet operaci)

« 4+ 4 néjaka optimalizace

« + 5 parovani (&i jiné feseni v O(n?))



