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Reseni dlohy ¢&. 2

Svétla

Problém vytesime pomoci teorie grafi.
Formalné se jedna o nésledujici problém:
Vstup: Graf G, ktery je strom. Funkce urcujici hranové ohodnoceni w : F(G) — N.
Vystup: Nejmensi k € N takové, Ze existuje funkce f : V(G) — N, pro kterou plati

ZUGV(G) fw) =k
o V{u,v} € E(G): f(u)+ f(v) = w(u,v)

Kde funkce w nam urcuje vzdalenosti krizovatek a funkce f urcuje rozmisténi nadob s
palivem.

Algoritmus

K algoritmu se postupné dopracujeme, zacneme pozorovanim na jehoz zakladé vytvorime
algoritmus.

Pozorovani: Necht G je strom, v € V(G) je list a u je jeho jediny soused. Pokud existuje
feSeni f, existuje i feseni [’ takové, ze f'(v) = 0.

Ukazeme jak z libovolného feSeni f ziskat chténé feseni f’. Nastavime f'(v) := 0 a
f'(uw) :== f(u) + f(v) a pro vSechny ostatni vrcholy r, nechdme f'(r) := f(r). Nyni musime
zarucit, ze f’ je stdle feSenim naSeho problému. Stdle plati, Ze soucet [’ pres vrcholy je k,
protoze f'(v) + f'(u) = f(u) 4+ f(v) a ostatni vahy vrcholi se nezménily. Pro hrany jsou 3
pripady vhledem k splnéni podminky w(u,v) < f'(u) + f/(v). Bud hrana neni tvorena ani
jednim z vrcholi u a v, v tom pripadé je podminka splnéna, protoze se hodnoty na danych
vrcholech se nezménila. Nebo je hrana vedena mezi vrcholy u a v a diky zachovani rovnosti
f'(v)+ f'(u) = f(u)+ f(v) > w(u,v) podminka plati. V poslednim piipadé vede hrana mezi
u a jinym vrcholem nez je v (v je list, takze opa¢ny pripad nenastane). Hodnota f’(u) neni
mensi nez f(u), protoZe jsme k ni pricetli nezaporné ¢islo a vsechnny vrcholy krom v maji
stejnou vahu, takze i pro tyto hrany je podminka splnéna.

Uvedené pozorovani vede k jednoduchému algoritmu.

Pro kazdy vrchol w, nastavime f(w) := 0.
Pokud G md pouze jeden vrchol, nastav k := >~ () f(v) a skonci.

1
2
3 Nalezni list v a jeho jediného souseda wu.
4 Nastav f(u) := max f(u), w(u,v) — f(v).
5 Odstran v z G.

6 Vrat se na krok 2.

Algoritmus postupné pocita feseni f. V kroku 3 mame strom alespon na 2 vrcholech.
Diky vété o existenci listil vime, Ze existuji alespon 2 listy. V patém kroku nam stale ztistane
strom po odebrani listu diky v&té o trhani listu. 1) Ve 4. kroku vyuZivime pozorovani, kdy
jsme odebrali list a dali jsme mu nejmensi moznou hodnotu. Jeho soused v musi mit alespon
takovou vahu f(u), aby se jejich vahy dohromady secetly alespon na pozadovanou délku
hrany w(u,v) a zaroven byly splnény vsechny drivéjsi pozadavky.

1) Obé véty lze nalézt v Privodci labyrintem algoritmii - https://pruvodce.ucw.cz/static/pruvodce.
pdf#page=504
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Analyza casové slozitosti

Pti implementaci neni potteba listy odstranovat, stac¢i jen dobre zvolit poradi procha-
zeni vrcholt. Vhodny prichod je tfeba DFS (oteviu vrchol, pozna¢im si navstiveni vrcholu,
podivam se do vSech neoznacenych sousednich vrchol), s tim Ze se feSeni pocita az po pro-
zkoumani neoznacenych sousedt. Timto zptisobem mtizeme o danych vrcholech uvazovat jako
o listech. Jelikoz jsme vSechny odtrhli, tak momentalni vrchol se nyni stava listem a mtizeme
aplikovat pozorovani a ,,odtrhnout vrchol®

Navstivili jsme tedy kazdy vrchol jenom jednou a provedli na ném pouze konstantné
mnoho operaci. Celkova ¢asova slozitost je tedy O(n). Pamétova slozitost je omezena ¢asovou
a je tedy taktéz O(n).



