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Reseni dlohy ¢&. 2

Bezpecnostni kamery

V této tloze je nasim cilem priradit kazdému zafizeni v siti celociselnou frekvenci tak, aby
zadana dvé sousedni zarizeni neméla stejnou frekvenci. Zaroven chceme pouzit co nejmensi
pocet ruznych frekvenci. Zadanou sit mizeme modelovat jako graf G s vrcholy V(G) =
{1,..., N}. Podle zadani vime, Ze dva vrcholy jsou spojeny hranou, jestlize jedno z ¢isel je
délitelem druhého. Formédlné tedy E(G) = {(u,v) € {1,...,N}* | Ik € N: k > 2 Av = uk}.

Cast 1

V prvni ¢asti musime kazdému zarizeni pritadit frekvenci bez jakékoliv komunikace, jen za

pomoci jeho vlastniho identifikdtoru ¢. K urceni frekvence vyuzijeme prvociselny rozklad.
Pro libovolné celé ¢islo ¢ > 1, necht ¢ = H§:1 p?j je prvociselny rozklad (faktorizace) ¢isla

i (pro pohodlnost fekneme, ze prvociselny rozklad jednicky je prazdny produkt, tedy ¢ = 0).
Potom definujeme funkci f, kterd zadanému identifikdtoru priradi frekvenci, nasledovneé:

F@)=>"a;.

J=1

Tedy f(i) je souCet exponenti z prvociselného rozkladu i a f(1) = 0. Podle zadani staci
jakykoliv algoritmus, ktery je zarucené konecny. Staci nam tedy poznamenat, ze prvociselny
rozklad muzeme ziskat pomoci libovolného znamého algoritmu a vypocet hodnoty f(i) tak
jisté zvladneme v konecném case. Zbyva nam jesté dokazat, ze zddna dvé sousedni zafizeni
nemaji stejnou frekvenci (Validni frekvence) a Ze nami zvolené prifazeni pouzivad nejmensi
mozny pocet frekvenci (Minimélni frekvence).

Validni frekvence. Necht e = (u,v) € E(G) je libovolna hrana v grafu G, ktery modeluje
nasi sit zafizeni. Podle definice vime, ze v = uk pro néjaké k € N\ {0,1}. Necht u = [[;_; p}"
t b

je faktorizace cisla u a k = szl qjj je faktorizace cisla k. Faktorizace Cisla v je zrejmé

v =uk = [[_, p\ H;':1 q?j. Protoze k > 2, jeho faktorizace musi byt neprazdna (tedy
t>1,q1 > 2,b; > 1). To znamena, ze

s s t
Fw)=> a;i <) ai+ Y bj= f(v),
i=1 i=1 j=1

neboli f(u) # f(v).

Minimélni frekvence. Necht u = argmax,cy(q) f(v), tedy u je identifikdtor néjakého
zatizeni s nejvyssi pritazenou frekvenci. Podivejme se nyni na nésledujici mnozinu vrcholti:

H={202! .  2fwy
Pro kazdy v € H jisté plati, ze 1 < v < u, tedy H je podmnozina vrcholi V(G). Kromé
toho pro kazdou dvojici 7, 5 € H jisté plati, ze bud ¢ déli 7, nebo j déli 7. To znamena, ze H
tvori kliku v grafu G (kazda dvojice vrcholi v H je propojena hranou). V takovém pripadé

ale nutné musime pro kazdy vrchol v H pouzit jinou frekvenci, neboli nutné musime pouzit
alespon |H| = f(u) + 1 frekvenci, coz je presné pocet frekvenci, které jsme skutecné pouzili.
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Cast 2

Ve druhé casti predpokladame, ze zatizani neznaji svlij identifikator. Nasim cilem je navrh-
nout algoritmus, ktery bude spustén na kazdém zafizeni soucasné a po maximalné logs (N)+5
kolech synchronizované komunikace podél orientovanych hran v grafu G pritadi kazdému za-
Iizeni spravnou frekvenci. N4&s algoritmus ve skutecnosti priradi kazdému vrcholu stejnou
frekvenci, jako funkce f v Casti 1. Konrétné pokud bychom kola ¢islovali od nuly, pak v kole
k bude pfifazena spravna frekvence vsem vrcholim v € V(G) takovym, ze f(v) = k. Poté si
vsimneme, ze pocet frekvenci prirezenych funkci f je nejvyse logaritmicky, ¢imz dokazeme,
ze nas algoritmus skonc¢i v pozadovaném casovém limitu. Samotny algoritmus je pomérné
jednoduchy:

1 v kazdém kole k:

2 pokud k = 0 nebo prisla zprava od néjakého souseda:
3 frekvence := k

4 posSli zpravu "1" vSem sousedim

Spravnost algoritmu. Pro zjednoduseni argumentu fekneme, Ze vrchol je aktivni v kole
k, pokud splni podminku na fadku 2, tedy je mu zvysena frekvence a zaroven posle zpravu
vsem sousedliim. Déle fekneme, Ze vrchol je deaktivovdn na konci kola k, pokud k je posledni
kolo, ve kterém byl aktivni; takovy vrchol tedy dostane prifazenu frekvenci k£ a nasledné jiz
neobhdrzi zadné zpravy.

Matematickou indukei podle kola k dokdzeme, ze kazdy vrchol v € V(G) bude deak-
tivovan v kole f(v). Zakladni krok je trividlni: jediné vrchol 1 (centrélni server) ma mit
frekvenci 0; tu jisté dostane a dale se mu jiz nezvysi, protoze do néj nevedou zadné hrany.
Vsechny ostatni vrcholy naopak dostanou v nasledujicim kole minimalné zpravu od vrcholu 1.

Pro indukéni krok predpokladejme, ze praveé skoncilo kolo k > 1. Z indukéniho predpo-
kladu tedy vime, ze kazdy vrchol u € V(G) s f(u) < k — 1 byl deaktivovan nejpozdéji na
konci kola £ — 1 a vSechny ostatni budou v kole k£ aktivni. Necht w € V(G) je libovolny
vrchol s f(w) = k. Pro vSechny vstupni hrany (v, w) € E(G) jisté plati, ze v byl deaktivovan
nejpozdéji na konci kola k — 1, protoze v déli w, tedy f(v) < f(w) —1 =k — 1. Tudz w
bude deaktivovan na konci kola k, protoze jiz neméa zadné aktivni sousedy, od kterych by
mohl v pfistim kole obdrzet zpréavu. Na druhou stranu, necht x € V(G) je libovolny vrchol
s f(x) > k+ 1. Potom pro libovolného prvociselného délitele p jisté existuje soused w = x/p
takovy, ze (w,z) € E(G) a c¢(w) = c¢(x) — 1 > k. To znamend, Ze w je v tomto kole stale
aktivni a odesle zpravu vrcholu x, tedy x nebude na konci tohoto kola deaktivovan.

Timto jsme dokazali, Ze nas algoritmus pritadi kazdému vrcholu v € V(G) frekvenci f(v).

Casova slozitost. Podle zadan{ nds opét nezajima slozitost vypo¢tu v rameci jednotlivych
kol, ale jen celkovy pocet kol. Jiz vime, ze algoritmus potifebuje bézet presné tolik kol, kolik
priradi raznych frekvenci, neboli f(u)+1 (jelikoz jsme zacali ¢islovat od nuly). Stac¢i ndm tedy
zjistit, jaka bude nejvyssi prirazend frekvence. Vzpomenme si na mnozinu H definovanou na
konci Casti 1. Jiz vime, Ze f(u) + 1 = |H|. Mnozina H se sklddd z mocnin dvojky, které jsou
nanejvys u < N a téch je presné |log, N| + 1. Toto ¢islo je tedy poctem ruznych frekvenci
a tim padem i poctem kol.



