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Reseni tlohy ¢&. 1

Darwinovy pénkavy

Pro vyfeseni tlohy bylo potfeba se vénovat tfem dil¢im castem. Jak nacist vstup, jak spo-
citat, ze 2 pénkavy jsou stejného druhu, a jak zjistit, které trojice jsou v feseni. Nacteni
vstupu je implementacni zalezitost, a tak se ji nebudeme vénovat. Pokud vime, které dvojice
pénkav jsou stejného druhu, tak zjistit, které trojice pénkav jsou v feseni, lze udélat naivné
vyzkousenim vsech moznych trojic pénkav, coz lze stihnout v ¢ase O(n?). Zbytek textu je
vénovan efektivnimu zjisténi, zda jsou 2 pénkavy stejného druhu.

Edita¢ni vzdalenost

Abychom zjistili, zda jsou 2 pénkavy stejného druhu, musime byt schopni prevést DNA
jedné pénkavy na DNA druhé pénkavy pomoci maximalné K operaci pridani, odebrani a
prepsani symbolu. Metrika, kolik takovych operaci je potieba, se nazyva editacni vzdalenost,
konkrétné Levenstejnova vzdalenost (Levenshtein distance).

Kdyz obdrzime 2 fetézce A = ay,as,...,a0z-1, 0z, B = b1,b2,...,by_1,b, a ptame se jakd
je jejich editacni vzdalenost 6(A, B), odpovéd hnedka nevime. Ale vime, Ze je to minimum
ze 3 moznosti.

1. Piidéni znaku: Do A pfiddme na konec znak by, to lze chapat jako odebrani posledniho
b, z B. Tedy editacni vzdalenost je 1+ §(A, by, by, ..., by—1).

2. Odebrani znaku: Z A odebereme posledni znak a,, tedy editacni vzdalenost je 1 +
5(&1, ag,...,Qx—1, B)

3. Prepsani znaku: Spocitame vzdalenost fetézci A, B zkracenych o posledni symbol =
d(ar,ag, ..., az—1,b1,ba,...,b,_1). a pokud se posledni dva znaky lisi a, # b, provedli jsme
operaci prepsani znaku a k vysledku pric¢teme 1.

Musime jesté vyresit pripad, kdy jeden z Tetézct je prazdny, k tomu nam staci operace
insert nebo delete, a vysledek je tedy pocet symboli v neprazdném tetézci.

Edita¢ni vzdalenost s dynamickym programovanim

Pokud bychom naivné implementovali tento predpis pomoci rekurzivni funkce, bude nase
feSeni velmi pomalé. V kazdém volani, které nedokazeme vytesit trivialné, udélame dalsi
3 volani té samé funkce, v kazdém zmensime alespon jeden fetézec o 1 znak. Tedy celkem
je provedeno alespon 3™(#¥) rekurzivnich volan. Nicméné spousta téchto volani je se stej-
nymi argumenty, a algoritmus tak odpovi vzdy stejné. Resenim je si pred vracenim odpovédi
odpovéd zapamatovat (memoizovat), a pokud pristé prijde dotaz se stejnymi argumenty,
odpovédét zapamatovanou hodnotu. Této technice se fika dynamické programovani.

Editacni vzdalenost v zavislosti na K

Odkladat zjisténi, zda je editacni vzdalenost 2 DNA fetézcti maximalné K, az po spocitani
editacni vzdalenosti 2 fetézcii, je neefektivni. Znamenad to, Ze se musi provést zjisténi editacni
vzdalenosti kazdého prefixu prvniho fetézce s kazdym prefixem druhého fetézce. Pricemz
casto je vysledek jasny jiz z porovnani délek fetézcii. Pokud length(A) - length(B) > K,
tak je tfeba vice nez k operaci jenom na srovnani délek. Tedy do vypoctu d(A, B) pridame
podminku, kterd v pripadé, Ze je rozdil délky Tetézci > K, tak odpovi hodnotou vétsi nez
K, ktera znamena, ze pénkavy nejsou stejného druhu.

Konecnost
V kazdém rekurzivnim kroku pocitani editacni vzdalenosti je zmensen alespon jeden z
porovnavanych fetézcti. Retézce maji konecnou délku. V obou tpravach zakladniho algoritmu
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jsou porovnavany jenom nékteré podretézce, zadny neni pridan navic. Tedy jestli je prvni
algoritmus konecny, tak jsou konecné i odvozené verze.

Spravnost

Naivni verze vypoctu editacni vzdalenosti, kterda vyzkousi vsechny moznosti prepsani fe-
tézce A na Tetézec B, je korektni, protoze vyzkousi vSechny moznosti. Poc¢itani editacni vzda-
lenosti pomoci dynamického programovani je korektni, protoze na kazdy dotaz na editacni
vzdalenost fetézci odpovi stejné jako by odpovédéla naivni verze. Treti verze vypoctu edi-
tacni vzdalenosti neni korektni, protoze pokud je vysledek vétsi nez K, odpovi néjakou hodno-
tou vétsi nez K, ktera nemusi byt vysledkem. Ale pokud je editacni vzdalenost fetézct mensi
nebo rovno K, tak algoritmus odpovi presné toto ¢islo, jelikoz posloupnost rekurzivnich volani
vedoucich k optimu (odpovidajici optimalnim operacim) je stejné - nebyla narusena pridanou
podminkou. Z ptedchozich 2 vét plati tvrzeni VA, B : Ry(A,B) < K < R3(A,B,K) < K,
kde Ry(A, B) je volani algoritmu s dynamickym programovanim a R3(A, B, K) je volani al-
goritmu zavislého na K. Tedy vypocet zda jsou 2 pénkavy stejného druhu pomoci algoritmu
s pridanou podminkou na vzdalenost fetézcu je i tak korektni.

Casova slozitost

Naivni algoritmus v kazdém rekurzivnim kroku provede 3 volani sdm sebe s tim, ze v
nejhorsim pripadé zmensi délku pouze jednoho argumentu o 1. Slozitost algoritmu je tedy
O(3%1Y).

Algoritmus s dynamickym programovanim provede pouze O(zy) riznych dotazi, v kaz-
dém stravi O(1) ¢asu. Dohromady je tedy ¢asova slozitost O(xy).

Pridanim podminky v poslednim algoritmu docilime toho, ze pro retézec A délky z je
tfeba uvazovat jen fetézce B délek z intervalu [z — K,z + K|, tedy 2K + 1 € O(K) moznych
délek, jinak je hned vyTesen pomoci pridané podminky. Nez se algoritmus dostane k trivial-
nimu piipadu, vyzkousi se z podfetézcu Tetézce A s podretézci B, kterych je O(K) pro fixni
podretézec A. Celkové se tedy provede O(zK') rekurzivnich volani.

Celkova casova slozitost

Pénkav je celkem N, takze je potieba porovnat O(N?) pénkav. Délku kaZdého DNA je
mozné omezit délkou nejdelsiho DNA Ljy;ax. Vypocet vsech edita¢nich vzdéalenosti lze tak
stihnout v ¢ase O(N? - K - Lyax). Vyzkouset viechny trojice pénkav jestli jsou ve vysledku
zabere O(N3) ¢asu, vyslednd ¢asova sloZitost je tak O(N? - K - Lysax + N?).

Poznamky k implementaci editacni vzdalenosti

Ukladané vysledky editacni vzdalenosti lze ukladat v poli o velikosti zy, do kterého se
indexuje pomoci délek momentalnich podretézcii. Neni potfeba pouzivat rekurzi, pole lze
vypliovat iterativné od jednoduchych pripadia az k vysledku.

Potirebna pamét se da usetrit tak, ze se udrzuji ulozené jen 2 radky - ten z kterého ¢teme,
a ten do kterého ukladame nové hodnoty. To diky tomu, Ze poddotazy jsou vzdy pouze na
fetézce maximalné o 1 znak kratsi.

S optimalizaci dle K je vhodné nepostupovat v paméti s ulozenymi vysledky po rad-
cich nebo sloupcich, ale po diagonalach. Pokud zjistime, Ze jsou vSechny hodnoty na jedné
diagonale vétsi nez K, lze vypocet ukoncit s vysledkem, ze pénkavy nejsou stejného druhu.



