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Reseni dlohy ¢&. 2

Sponzori

V tloze Sponzofi jste dostali zadané dvé mnoziny (mnoZinu sponzorti a mnozinu zvitrat), které
jste mezi sebou méli pospojovat tak, aby co nejvice zvirat mélo sponzora, za podminky, ze si
kazdy sponzor muze dovolit sponzorovat maximalné jedno zvite. Tento problém neni v teorii
grafii nic nového, vstup si pfevedeme na tzv. bipartitni graf (graf tvoreny dvéma mnozZinami
(paritami) vrcholi, kde mezi vrcholy z jedné parity nevedou Zadné hrany), kde jednu paritu
bude tvorit mnozina zvitat a druhou mnozina sponzoru. Izolované vrcholy (vrcholy, do ktergch
nevede Zadnd hrana), tedy v nasem pripadé zvitata, kterd nechce sponzorovat zadny sponzor,
z grafu rovnou miizeme odstranit. V tomto grafu pak hleddme tzv. maximalni parovani
(nejuétsi podmozinu hran takovou, Ze kazZdy vrchol grafu bude patrit nejvyse do jedné hrany z
této podmoZiny).
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Obrézek 2.1 Maximélni parovani (Cervené)

Hodné z vas se tlohu snazilo fesit pomoci néjakého hladového algoritmu (druh algoritmu,
kdy v kaZdé iteraci vybereme moznost, kterd se aktudlnée jevi jako optimalni, a doufdme, Ze tak
dojdeme i k celkové optimdlnimu resent). Napiiklad vas mohlo napadnout postupné vybirat
sponzory a zvirata tak, aby dany sponzor vzdy chtél sponzorovat co nejméné zvitat a zaroven
jim vybrané zvitre chtélo sponzorovat co nejméné ostatnich sponzoru. I kdyz takovy algoritmus
vypada velmi nadéjné a pro spoustu vstupu vrati spravny vysledek, tak bohuzel, hladovy
pristup nam u této tlohy, mozna trochu proti intuici, nepomtze. Vzdycky budeme schopni
najit néjaky vstup, pro ktery nedostaneme spravnou odpovéd. Nemame zadny diikaz, proc¢
by takovy algoritmus mél byt korektni. Tento konkrétni algoritmus nam maximalni parovani
nemusi vratit naptiklad pro takovyto vstup:
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Obrazek 2.2 Vstup, pro ktery hladovy algoritmus nezafunguje

Jako prvni muzeme vybrat dvojici nosal-Zita, tim vsak pro papouska i hyenu zbyde uz
jen jeden potencialni sponzor, Karel, a maximalni parovani tak uz nedostaneme.

A jak se tedy takova tloha d& fesit spravné a rychleji nez brute-forcem vsech moznosti?
Graf si mizeme prevést na tzv. sit. Pfiddme mu zdrojovy a stokovy vrchol, zdrojovy vrchol
spojime hranou se vsemi vrcholy z prvni parity, stokovy vrchol se vSemi vrcholy z druhé
parity a hrany zorientujeme smérem od zdrojového vrcholu do stokového vrcholu. VSem hra-
nam nastavime néjakou maximalni kapacitu, v nasem pripadé kapacitu 1. Nasledné nas bude
zajimat maximalni tok v této siti. Tok v siti si miizeme predstavit jako vodu tekouci vodo-
vodnim potrubim. Ze zdrojového vrcholu do sité pustime vodu a zajima nas, kolik ji dotece
do stokového vrcholu, za podminky, ze kazdou trubkou (hranou) muze protéct maximalné
tolik vody, kolik je jeji kapacita.
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Obrazek 2.3 Maximalni tok v siti

Jakmile v nasi siti najdeme maximalni tok, vytvorime mnozinu hran X, do které dame
ty hrany mezi prvni a druhou paritou, po kterych tece jednotkovy tok. Diky tomu, ze do
kazdého vrcholu z prvni parity vede ze zdroje pouze jedna hrana a z kazdého vrcholu z druhé
parity vede pouze jedna hrana do stoku, musi kazdym vrcholem v obou paritach protékat
tok maximalné 1. Diky tomu vime, Ze se ndm v X neopakuji zadné vrcholy a spliujeme
tak podminku pro parovani. Jelikoz si velikost toku a velikost jemu prislusejiciho parovani
odpovidaji, je toto parovani maximalni mozné. Vétsi tok a tudiz i vetsi parovani nemiizeme
dostat.

A jak tedy takovy maximéalni tok najdeme? Napiiklad pomoci Ford-Fulkersonova algo-
ritmu:

1. VSem hranam nastav nulovy tok
2. Dokud existuje néjaka zlepsujici cesta, tak podél ni vylepsi aktualni tok

3. Vrat ziskany tok jako maximalni

Zlepsujici cesta je v nasem pripadé takova cesta ze zdroje do stoku, ktera mize obsahovat
hrany vedouci po i proti sméru, a kde na hranach po sméru tece tok 0 a na hranach proti
sméru tok 1. Tok podél ni vylepsime tak, zZe hrandm po sméru zvysime tok na 1 a hranam
proti sméru snizime tok na 0. Tim vzdy vylepsime aktudlni tok (a také parovani) o 1.
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Obrazek 2.4 Aktualni tok
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Obrazek 2.5 Zlepsujici cesta (modfe)
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Obrazek 2.6 Tok vylepseny podél zlepsujici cesty

Podrobny diikaz korektnosti a konecnosti Ford-Fulkersonova algoritmu najdete v Pra-
vodci labyrintem algoritma.

Nejvice paméti v nasem programu spotfebujeme na ulozeni sité. Tam ukladdme ||V/||
vrcholli naseho bipartitniho grafu, zdrojovy a stokovy vrchol, hrany ze zdrojového a do sto-
kového vrcholu, kterych mame ||V, a || F| hran naseho bipartitniho grafu. Kazdou hranu
si v nasem programu ukliddme dvakrat (po sméru a proti sméru). Pamétova slozitost je
tedy O(|V|[+2+2- (V] +|EI)) = O(IV] + [|1E|) = O(|E|]), jelikoz diky pocatecnimu
odstranéni izolovanych vrcholu vime, ze ||E|| > ”V” , a tedy ||V = O(||E||). Pocet sponzoru
na vstupu oznac¢ime [|S|| a pocet zvitat || Z||. Vlme ze [V < IS+ [1Z] a [ E] < IS - 1 Z]]-
Horni meze dostaneme, kdybychom pri tvorbé blpartltmho grafu neodstranovali zadné izo-
lované vrcholy a ze Vsech zvirat by v bipartitnim grafu vedla hrana do vsech sponzorti.
Pamétovou slozitost tedy muzeme ekvivalentné vyjadrit jako O(||S|| - || Z]]).

Pro nacten{ a ulozen{ vstupu dostaneme ¢asovou slozitost O(||Z]| + ||V || + [|E]]) = O(|| Z||+
|E|l), kdy nejdfive nacitdme vSechna zvifata na vstupu (i izolované vrcholy) a pak ndm opét
nejvice ¢asu zabere pro kazdého sponzora proiterovat a ulozit zvirata, ktera chce sponzoro-
vat. VSechna data si ukladame do nafukovacich poli nebo do hasovacich tabulek, vkladani a
pristup k prvkiam pres kli¢/index tedy mame amortizované konstantni.

Jelikoz v kazdé iteraci zvétsime tok o 1, je pocet iteraci Ford-Fulkersonova algoritmu
roven velikosti maximalniho toku, tedy O(||V]|). Kdyz pro hledani zlepsujici cesty vyuzijeme
BF'S nebo DFS se slozitosti O(||V|| + || E||), tak celkové pro cely Ford-Fulkersontv algoritmus
dostaneme slozitost O(| V| - (|[V]| + | EI)) = O(IVII* + V]| - |E])) = O([V - | E]l). Opét
vyuzivame, ze |V || = O(||E||)-

Serazeni potencialné sponzorovanych zvirat pro vypsani ve spravném poradi nam zabere
O(IIV|l - 10g |V]).

[terace pres tato zvirata a hledani parovani, tedy hledani sousedni hrany s jednotkovym
tokem, ndm zabere O(||V'|| + || E||) = O(||E]|), jelikoz Zadnou hranu neprochdzime vickrat.

Dostavame tak celkovou casovou slozitost programu O(||Z|| + || E|| + ||V - | E| + [|[V]] -
log (V| +[IE]) = O(lZ]| + IVl - [|E1]).
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Existuji i efektivnéjsi pristupy, hodné z vas tlohu fesilo naptiklad pomoci Hopcroft-
Karpova algoritmu, ktery v kazdém kroku algoritmu najde vice rtiznych zlepsujicich cest
a parovani tak umi najit dokonce v ¢ase O(\/[|V]| - || E]).
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