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Reseni tdlohy ¢&. 4

Inverze

Nejprve vytesime ulohu pro pripad N = K. Rozmysleme si, jaké pocty inverzi dokazeme
vytvorit. Nula inverzi dostaneme, pokud vSechna ¢isla poskladame vzestupné, tzn. 1,2,..., N.
Jednu inverzi 1ze ziskat, pokud prohodime N a N — 1, ¢imz dostaneme 1,..., N —2, N, N —
1. Dalsi inverzi ziskame, pokud N opét prohodime s predchozim c¢islem, tentokrat N — 2.

Postupnym prohazovanim ziskame posloupnost N, 1,2,..., N — 1, ktera ma N — 1 inverzi.
Tento postup muzeme analogicky opakovat s ¢islem na konci posloupnosti a to N —1. Nejvice
inverzi ziskame, pokud vytvotrime posloupnost N, N —1,... 1. Kazdé 2 prvky budou tvorit
inverzi, jejich pocet je (];) Pokud bude N < K, pak staci zvolit ¢isla 1,..., N a situace je
stejna.

Nyni vyfesme zbyvajici pripad, kdy N > K. Bez ijmy na obecnosti feknéme, ze zvolime
do posloupnosti ¢isla 1, ..., K. Oznac¢me frekvenci ¢isla v posloupnosti jako f,.. Predpokla-

dejme, ze mame posloupnost s nejvice inverzemi. Nyni si (sporem) dokézeme, ze pro vsechny
dvojice =,y : © # y plati, ze |f, — f,| < 1. Jisté plati, Ze tato posloupnost je sestupné
sefazena. Pokud by v ni bylo néjaké ¢islo na pozici 7, které je vétsi nez jeho predchidce
na pozici ¢ — 1, tak prohodime ¢isla na téchto pozicich a ziskali jsme dalsi inverzi, coz je
spor s predpokladem, Ze mame posloupnost s maximalnim moznym poctem inverzi. Pro spor
vyberme dvé cisla x,y takova, ze f, — f, > 1. Nyni zméfime jedno z x na y. V prvé fadé
ukazme, 7ze se zméni pocty inverzi pouze mezi ¢isly x a y a pocty inverzi mezi jinymi cisly
a x nebo y nebudou ovlivnény. Soucet inverzi mezi x a vSemi ¢isly vétsimi nez max(z,y) a
y a vSemi Cisly vétsimi nez max(x,y) se z definice urc¢ité nezméni. Mezi vSemi ¢isly vétsimi
nez max(z,y) a x a y se z definice po¢ty inverzi nezméni. Obdobné to bude fungovat ¢isly
mensimi nez min(x,y). Pro vSechna ¢isla [ mezi max(x,y) a min(z,y) plati, ze pokud pred
zménou byla inverze mezi x a [ (tzn. z > [ > y), pak po zméné bude taz inverze mezi [ a
y. Stejny argument bude platit, pokud y > x. Timto jsme ukézali, Ze zména jednoho x na y
nijak neovlivni pocty inverzi se zbyvajicimi ¢isly. Vime, Ze mezi vSemi z a vSemi y je f; - fy
inverzi (kazdé x s kazdym y). Tento vztah nyni prepiSme na f, - (f; — k), kde k := f, — f,
a vime, ze k > 2. Chceme ukézat, Ze zménou jednoho z na y dostaneme vice nez f,(f, — k)
inverzi. Za¢néme tedy provadét tpravy.

fx(fx_k) S (fx_l)(fw_k+1)
fo—fok S f7 = fok+ k-1
0<k—-1

Dostali jsme se k tomu, ze k —1 > 0, coz je pravda vzdy. To nam vsak 1ika, ze jsme zménou
jednoho x na y ziskali vice inverzi, coz je spor s predpokladem, Ze nase posloupnost jiz méla
nejvetsi mozny pocet inverzi. T1; dr optimalni feSeni v sobé ma vsechna cisla stejné casto,
prip. se frekvence 2 skupin ¢isel mohou lisit o jednicku.

V predchozi sekci jsme si naznadili algoritmus, ktery bézi v O(N?), a také jsme si uréili,
jaka cisla se ve vysledné posloupnosti budou nachazet. Zbyva nam prijit na to, jak prvky
poskladat za sebe s presné R inverzemi v linearnim case. Jeden ze zpiisobi si nyni ukédzeme.

Prvné vyrobime vzestupnou posloupnost A ¢isel 1,1,...,1,2,...,2,..., K tak, aby frek-
vence odpovidaly frekvenci obracené posloupnosti z predchozich odstavci. Déale nastavime
pocitadlo inverzi C' na 0 a pripravime si pole F', kde na i-tém indexu nastavime frekvenci
¢isla i ve vysledné posloupnosti. Kazdy prvek pole F' nastavime na |N/K| a zbyvajicich

-1 =



Fitacky Informaticky Koresponden¢ni Seminar Roc¢nik 2018/2019, 1. kolo

N — | N/K|K prvki prerozdélime mezi prvky pole postupné od zac¢atku. Budeme potiebo-
vat i pole P, ve kterém budeme udrzovat prefixovy soucet pole F', abychom pro kazdy ¢len
a; dokazali rychle zjistit, kolik v poli existuje mensich ¢isel. Nyni jsme pripraveni vytvorit
vyslednou posloupnost opakovanim nasledujiciho postupu. Podivame se na posledni prvek
posloupnosti A, ktery oznac¢ime a. Zjistime, co to je za ¢islo a podivame se v poli P na prvek
P,_1, coz znadi, kolik existuje ¢isel mensich nez a. To nam fekne, kolik ziskame inverzi, kdyz
¢len a posuneme na zacatek posloupnosti A. Pokud C' + P, 1 < R, pak a presuneme na
zacatek posloupnosti, k poc¢itadlu C' pricteme P, ; a postup opakujeme. V opac¢ném pripadé
vime, ze kdybychom ¢islo A presunuli, pak ziskdme vice inverzi, nez se chce v zadani. Proto
budeme c¢islo A postupné prohazovat se sousedem pred nim a pokazdé zvysime C' o jedna. Al-
goritmus konci ve chvili, kdy C' = R. Pokud timto postupem ziskame sestupnou posloupnost
a C' < R, pak Teseni neexistuje.

Rychlejsi algoritmus neziskame, protoze miniméalné musime posloupnost vypsat, coz za-
bere O(N) ¢asu. Pamétova slozitost je taktéz linearni vzhledem k délce vysledné posloupnosti.

Poznamenejme, Ze toto neni jediné spravné teseni.



