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Uloha &. 5

Vstupni zkouska

—T il

Rozmysli, popis a naprogramu;j! 10 b

Necht mfizka na vstupu je matice A o rozmérech n, m. Prvkiim matice A budeme tikat
symboly a tyto symboly jsou z abecedy ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Zadani po nés chce
nalézt nejvétsi podmatici P matice A takovou, ze symboly v P lze presklddat na palindrom.

Pozorovani 1

Bez 1jmy na obcenosti muzeme uvazovat, ze n < m. Kdyby tomu tak nebylo, mtzeme
podmatici P hledat v transponované matici A7, kterd ma prohozené rozméry. Samoziejmé
vysledné souradnice poté opét musime transponovat zpét.

Pozorovani 2

Déle pozorujeme, ze palindrom lze postavit z néjaké sady symboll sq, so, ..., si s Cetnostmi
c1,Co, ..., c, praveé tehdy, kdyz nejvyse jedna z cetnosti je liché ¢islo. Navic, nemusime presné
védet vycislené cetnosti, staci nam pouze, zda-li jsou liché nebo sudé — tedy jejich parita.

V nasem pripadé to znamen4, ze pokud pro néjakou kandidétni podmatici P’ vime paritu
jednotlivych ¢etnosti symbolti z abecedy 32, snadno odpovime, zda-li 1ze ony prvky preskladat
na palindrom — celkem je tieba se podivat na |X| parit, tedy odpovéd trva O(|%]).

Algoritmus 1 - naivni

S prvnimi dvéma pozorovanimi jiz dokadzeme tlohu vytesit. Staci ndm projit vsechny pod-
matice, pro kazdou spocitat parity jednotlivych symboli v ni a odpovédét. Toto reseni je
spravné, nicméné vede na velmi vysokou slozitost O(n®*m?|3|) — vSech podmatic je Ffadove

n?m?, vipocet parit jedné podmatice je nm a odpovéd v |X|.

Maticové prefixové soucty

Vsimneme si, ze Algoritmus 1 zbytec¢né porad dokola musel pro jednotlivé podmatice vypoci-
tavat vSechny parity znovu a znovu. Toto miizeme odstranit jednoduchym predpocitanim tzv.
maticovych prefixovych soucti s jejichz pomoci tento dotaz dokazeme vykonat v konstantnim
case.

Odstupme nejdrive do 1 rozméru a zabyvejme se prefixovymi soucty jednoduchého pole.
Méjme pole s prvky A;, Ao, ..., Ay. Vytvoiime druhé pole prefixovych souctu Si, Ss, ..., Sy
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pro jehoz prvky plati:
q
Se=> A
i=1

Jinymi slovy, prvek S, je soucet prvnich ¢ ¢lend pole A. Jak tohoto vyuzit pro rychlou
odpoveéd na dotaz typu: jaky je soucet prvka pole A mezi indexy [, r,[ < r? Tento vyraz je
ovsem roven jednoduchému rozdilu nami predpocitanych prefixovych soucti:

Al+Al+1+-~~ +AT—1+AT :Sr_sl—l

Tedy na dotazy tohoto typu jsme schopni odpovédét v konstantnim case, kdyz si je
dovolime predpocitat v linearnim case.

Maticové prefixové soucty jsou jen zobecnénim vysSe popsaného napadu do vyssiho roz-
méru (lze je samoziejme zobecnit do libovolného rozméru, myslenka je porad stejnd). Tedy
u matic definujeme prefixové sumy nasledovné:

q p
=22 A
i=1 j=1

A dotaz na soucet v libovolné podmatici s levym hornim rohem ¢,/ a pravym dolnim rohem
b, r lze prelozit na:

b r
Z Z Aij = Spr — St—1p — Spi—1 + St—11-1

i=t j=I
Timto jsme schopni odpovédét na libovolnou podmatici opét v konstantnim case.
Zamysleme se jesté, jaké vlastnosti musi mit nase binarni operace, kterou pouzivime na
kombinovani prvki (v prikladu vyse to byla operace soucet). Pro vypocet prefixovych souct
je potfeba pouze asociativita. Pro nase dotazy ovsem jeSté potfebujeme existenci inverzni
operace k nasi (v prikladu vyse to byla operace od¢iténi).

Algoritmus 2 - pouziti prefixovych souctt

Vsimneme si, ze parity lze efektivné kédovat do 10 biti celého cisla — fikejme tomu maska
parit — a pro kombinaci dvou masek parit 1ze pouzit operaci zor. Algoritmus 1 vylepsime
tim, ze nejdiive predpocitame prefixové soucty masek parit s operaci xor pro vstupni matici,
coz stihneme v O(nm). Nyni ndm odpada zdlouhavé opakované poéitani parit jednotlivych
symboli, protoze to s pomoci prefixovych souctit dostaneme v konstantnim case. Celkova
slozitost vylepSeného algoritmu je O(n*m?|X)).

Algoritmus 3 - nenaivni reseni

Abychom prolomili slozitost pouhého vyc¢tu vsech podmatic, vyuzijeme nasledujici myslenky.
Predstavme si, Zze zpracovavame pas matice mezi indexy b,t,b < t. Inicializujeme prazdnou
hashovaci tabulku H, kam budeme ukladat masku parit a pozici, na které jsme na tuto masku
poprvé narazili.

Pas matice prochazejme zleva doprava a nachazejme se na indexu ¢ a maska parit stavajici
podmatice je M;. Nejdiive se podivame, zda-li se v tabulce H nenachazi maska X, pro kterou
plati, ze M; xor X = O, kde O je maska, ktera ma nejvyse jeden bit nastaveny na 1, coz
odpovida situaci, kdy z podmatice jsme schopni sestavit palindrom. Toto lze realizovat v case
O(|X]) — pocet masek O s nejvyse jednim bitem nastavenym je |%| + 1, hashovaci tabulku H
Ize realizovat obycejnym bitovym polem o velikosti 2/ a hledand maska X = M; zor O.

Nakonec, pokud se maska M; v H jesté nenachazi, vlozime ji tam s pozici ¢ — prvni pozice,
kdy jsme narazili na masku M;.

Pocet vech pésti je O(n?) a prace v jednom pésu je O(m|%]), tedy celkovd slozitost je

O(n*m|%)).
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