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Reseni ulohy ¢. 1
Formace

1 Naivni feseni O(n?)

Tuto ulohu §lo vyfesit naivné tak, ze jsme pro kazdy prvek x; pole x nasli maximum z mnoziny
{zs | i — ki < s <}, tj. z pole T;_g, 41, Ti—g;+2, - - -, Ti, Presné podle zadéni. Protoze k; mohlo mit
hodnotu az i, pro kazdy prvek x; jsme udélali az i operaci (nalezeni maxima z k prvkového pole nam
zabere pravé k porovnani). Celkové jsme tedy udélali az

~n(n+1)

L+24 . Fit o n=—— = O(n?)

operaci.

Nakonec zminime, ze jsme schopni tento jednoduchy algoritmus zrychlit na O(nlogn), pokud bychom
pro vybér maxima pouzili klouzavé okynko implementované haldou.

2 Optimalni feSeni O(n)

Z naivniho feseni lze usoudit, kde je bottleneck naseho problému: hleddni maxima pro kazdy prvek
x;. Budeme se tedy soustiedit na zrychleni této ¢asti. Reseni v linedrnim case je pak tpravou Queue
modification (method 3) z tohoto ¢lanku Minimum stack / Minimum queue. Nyni si tento algoritmus
popiseme.

Protoze prvky z;,7 > i nemohou nijak ovlivnit hledané maximum pro prvek z;, muzeme vzdy
nacist prvek z; a rovnou odpovédét vyslednou hodnotou pred nac¢tenim dalstho prvku z;,1. Prvky si
budeme ukladat ve fronté, kterda bude reprezentovana pomoci 2 zasobniku. Ukazme si nejprve tuto
implementaci.

Implementace fronty dvéma zasobniky

Oznacme jeden zasobnik jako Push zdsobnik a druhy jako Pop zdsobnik. Abychom z téchto dvou
zasobniku vytvorili frontu, budeme potfebovat naimplementovat operace:

e push(z), kterd pridd prvek z na konec fronty,
e pop(), kterd odebere prvek na zac¢atku fronty,
e front(), kterd vrati prvek na zacatku fronty.

Operace push(x) je nejjednodussi: do Push zdsobniku priddme (pushneme) prvek z. Operaci pop()
implementujeme nasledovné:

e Je-li Pop zdsobnik neprézdny, odeber (popni) prvek z vrcholu tohoto zasobniku a skonéi.
e Je-li Push zdsobnik prazdny, pak skonéi s chybou, nebot fronta je prazdn4.

e "Prelej” Push zésobnik do Pop zasobniku, tj. dokud neni Push zasobnik prazdny, tak postupné
odebirej prvky z vrcholu Push zasobniku a ptidavej je do Pop zasobniku.


https://cp-algorithms.com/data_structures/stack_queue_modification.html
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e Nakonec odeber prvek z vrcholu Pop zasobniku.

Vyzyvame Ctendie, aby si tuto operaci zkusili nakreslit (ndpovéda: nakreslete si dva zdsobniky jako
chlivky, do kterych si budete uschovavat prvky).

Operaci front() naimplementujeme podobné jako operaci pop(), akordt misto odebirani prvku z
fronty ho pouze vratime.

Ze se tato datovd struktura chové stejné jako fronta lze jednoduse nahlédnout z nakresleného obrazku.
Skutecné, prvni prvek, ktery do této struktury priddme pomoci operace push(z) se pfi prvni operaci
pop() ocitne na vrcholu Pop zdsobniku, ze kterého tento prvek nakonec vyjmeme. Stejny usudek pak
plati i pro druhy, tfeti, ..., vlozeny prvek.

Déle bychom méli jesté uréit pamétové a casové naroky této struktury, kteréd ale v tomto textu
(prozatim) vynechdame. Laskavy Ctendr si rozmysli, ze ani jedna z ndmi naimplementovanych operaci
nebézi v ¢ase O(1) (coz nam ale nevadi!). Ve skutecnosti jsou vSechny tyto operace tzv. amortizované
konstantni, coz je pojem, ktery ¢tenar muze znat napi. z Pruvodce labyrintem algoritmu

Implementace maximové fronty

S nyni navrhnutou frontou pomoci 2 zasobniku muzeme zkonstruovat tzv. maximovou frontu. To je
modifikace fronty, kterd kromé jiz podporovanych operaci, navic umozinuje z ulozenych hodnot vratit
maximum v ¢ase O(1).

Abychom toho docilili, priddme operaci max(), kterd ono maximum z fronty vybere. Na nalezeni
maxima z n prvku ulozenych ve fronté, bychom museli projit celou frontu a podivat se na kazdy
takovy prvek, coz nam ale celkové zabere O(n) operaci a to je pomalé. Bottleneck naseho problému
je prochazeni vsech prvku fronty. Abychom se tomuto zbésilému prochézeni vyvarovali pti kazdém
zavolani max(), mohli bychom si zalozit proménnou m, kterd by uchovavala takové maximum, a pfi
kazdé operaci push(z) by se prvek x akorat navic porovnal s hodnotou uloZzenou v m a piipadné by
se hodnota m pfepsala novou hodnotou z. Tento algoritmus je jisté konstantni (vzdy bychom pouze
odpovédéli hodnotou m), ale bohuzel neni funkéni. Staéi, aby ndm pop() odebrala maximalni prvek
fronty a jsme nahrani.

Navrhneme tedy trochu pamétové naroénéjsi feseni. Predtim si ale zavedeme tii pojmy.

o Lokalni maximum zdsobniku vidéné prvkem x je maximum z mnoziny vSech prvku, které na
daném zasobniku lezi ”pod” prvkem x véetné prvku zx.

e Lokdlni mazimum zdsobniku vidéné vrcholem je lokalni maximum zasobniku vidéné prvkem,
ktery se nachazi na vrcholu daného zasobniku. Ctenairum nyni doporucujeme si posledni dveé
vety parkrat precist, nakreslit si zasobnik a na ném si vyznacit néjaka tato lokalni maxima.

o Mazimum zasobniku je prvek, jehoz hodnota je mezi vSemi prvky na zasobniku nejvétsi.

Nyni upravime operace push(z) a pop() a navrhneme funkéni operaci max(), ktera bude pocitat i s
piipadnym odebréanim maxima z fronty. Zaéneme operaci push(z). Vzdy, kdyz budeme chtit pridat
do fronty (tj. do Push zdsobniku) prvek z, tak misto toho, abychom ho pridévali takto osamoceny,
do fronty pfiddme par hodnot {z, m}, kde m je lokdlni maximum zdsobniku vidéné prvkem z. Je-li
Push zasobnik prazdny, pak trividlné pridame pér {x, x}. Jsou-li na Push zdsobniku jiz néjaké prvky,
které byly korektné vlozené, pak lze predpokladat, ze maximum Push zasobniku je praveé lokalni
maximum vidéné vrcholem tohoto zasobniku. Pti pridavani prvku z do neprazdného Push zdsobniku,


https://knihy.nic.cz/files/edice/pruvodce_labyrintem_algoritmu.pdf
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tak lokdlni maximum vidéné prvkem z je nutné bud prvek x sdm, nebo lokdlni maximum vidéné
vrcholem pied samotnym pfiddnim prvku z. Ctenafe bychom radi upozornili na fakt, ze byli prave
svedky neformalniho mini-dikazu matematickou indukef :-). Upraveny algoritmus push(z) tedy bude
vypadat nésledovné:

e Je-li Push zasobnik prazdny, pak pfidej par {z,z}.

e Jinak pridej na Push zasobnik par {z,m}, kde m je maximum z z a lokdlniho maxima Push
zasobniku vidéného vrcholem.

Déle upravime funkei pop(). U ni jedind zména oproti predchozi implementaci bude v ”prelévani”.
Kdykoliv zaéneme ptelévat prvky z Push zasobniku do Pop zdsobniku (tj. dokud neni Push zdsobnik
prazdny, postupné odebirej prvky z Push zdsobniku a ptidavej je do Pop zasobniku), stane se tak
ve chvili, kdy je Pop zasobnik prazdny (pokud by prazdny nebyl, pop() by odebrala prvek z Pop
zésobniku a nebylo by nutné prvky ”prelévat”). Muzeme tak pro ” prelévani” vyuzit upravenou operaci
push(), ktera ale nebude pridavat prvky do Push zdsobniku, nybrz do Pop zasobniku. Upravend
operace pop() tak muze vypadat nasledovné:

Je-1i Pop zdsobnik neprézdny, odeber (popni) prvek z vrcholu tohoto zasobniku a skonéi.

Je-li Push zdsobnik prézdny, pak skonéi s chybou, nebot fronta je prazdna.

" Prielej” Push zasobnik do Pop zasobniku, tj. dokud neni Push zasobnik prazdny, tak:

— Odeber prvek {z,m} z vrcholu Push zasobniku.
— Je-li Pop zéasobnik prézdny, pak ptidej par {x,x}.

— Jinak pridej na Pop zdsobnik par {x,m}, kde m je maximum x z a lokdlntho maxima
Pop zasobniku vidéného vrcholem.

Nakonec odeber prvek z vrcholu Pop zasobniku.

Proc je operace ”prelévani” definovand praveé takto, se dozvite v néasledujicim odstavci.

Reseni
Tvrzeni 1. Maximum z neprdzdné maximové fronty lze ziskat v case O(1) jako vétsi z hodnot
mazima vidéného vrcholem Push zdsobniku a maxima vidéného vrcholem Pop zasobniku. Je-li Push,

resp. Pop, zdsobnik prazdny, pak maximum fronty je mazximem vidénym vrcholem Pop, resp. Push,
zasobniku.

Diikaz. Je-li Push zasobnik préazdny, pak se maximum fronty urcité nachézi mezi prvky Pop zasobniku.
Z odstavce o implementaci operace push() jsme si ale rozmysleli, Ze maximum z jediného zdsobniku
se nutné nachazi na vrcholu takového zasobniku, tedy v nasem piipadé na vrholu Pop zasobniku.
Stejny argument plati i obracené, tj. je-li Pop zasobnik prazdny a Push zasobnik nutné neprazdny.
Uvazme nyni, ze je Pop i Push zasobnik neprazdny. Prvky ulozené ve fronté jsou disjunktné ulozené
v Push a Pop zédsobnicich, jinak fe¢eno Push a Pop zasobniky rozdéluji vsechny prvky fronty do dvou
neprekryvajicich se mnozin Xp, 4, a XPop' Chceme-li znat maximum z téchto dvou mnozin, staci
nam vybrat maximum z kazdé z nich a pak tyto maxima porovnat a vybrat to vétsi. Protoze ale
vybér maxima mnoziny Xp,g},, resp. mnoziny XPop’ znamend vybrat maximum Push, resp. Pop,
zasobniku, které zvladneme vybrat v konstantnim ¢ase a porovnani dvou prvku nam zabere také
konstantni ¢as, je celd operace max() konstantni.
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Nyni si musime rozmyslet, ze ndm pripadné operace push(x), pop() tuto implementaci nerozbijou, tj.
7e max() bude vzdy pracovat spravné. Necht se (stdle neprdzdnd) fronta nachdzi v ndm nezndmém
stavu a necht hodnota Mmpygh Urcuje maximum z nynéjstho Push zdsobniku, MPpop 2 nynéjsitho Pop
zasobniku a hodnota m maximum z celé fronty. Pfidame-li do fronty operaci push(z) prvek z, pak v
lokalnim maximu Push zasobniku vidéného vrcholem, bude ulozené maximum Push zasobniku. Je-li
tedy prvek x vétsi nez m, pak ho pfi zavolani funkce max() opravdu najdeme. Je-li prvek x mensi
nez m, pak bud je vétsi nez mpysh @ pak je maximem hodnota MPop; kterou urécité funkce max()

najde, nebo je mensi nez mp,q,, @ proto je maximem bud hodnota mpygh Nebo MPops kterou
taktéz funkce max() najde. Operace push(z) tedy urcité max() nerozbije.

Ze operace pop() také nerozbiji hledani maxima ovéiime podobné. Dilezité je si nyni uvédomit, co
presné nam poskytuje lokalni maximum vidéné néjakym prvkem. Predpoklddejme, ze Pop zasobnik
je neprazdny. Operace pop() odebere vrchol Pop zasobniku, pticemz mohli nastat tyto situace:

e Vrchol Pop zasobniku neuddval maximum fronty, a proto platilo m = mp -

e Vrchol Pop zasobniku udaval maximum fronty, tj. platilo m = MPop-

Pokud nastala prvni situace, pak funkce max(), bez ohledu na nynéjsi stav datové struktury, maxi-
mum jisté nalezne spravné. Pokud nastala druhd situace, pak se bud Pop zdsobnik stal prazdnym,
a funkce max() sprdvné nalezne maximum z Push zdsobniku, nebo na Pop zdsobniku zustaly jesté
néjaké prvky, ale lokalni maximum Pop zasobniku vidéné vrcholem po provedeni operace
pop() ndm stile uddva maximum Pop zasobniku (rozmyslete si, jak se prvky na Pop zdsobnik
dostaly a co se stalo s jejich lokalnimi maximy, pripadné si prectéte dalsi odstavec), a proto maximum
fronty znovu nalezneme spravné jako vétsi z prvku lokalnich maxim Push a Pop zasobniku vidéné
jejich vrcholy.

Pokud je Pop zasobnik préazdny a my zavolame operaci pop(), pak dojde k ”preliti”prvka z Push
zasobniku do Pop zasobniku. Zde je zasadni si uvédomit, co se stalo s lokalnimi maximy vidénymi
jednotlivymi prvky. Pokud jsme méli puvodné na Push zasobniku prvky zi,...,x, pridavané ve
stejném poradi, pak lokalni maximum Push zasobniku vidéného prvkem z; bylo maximum z mnoziny
{z1}, lokdlni maximum Push zdsobniku vidéného prvkem x5 bylo maximum z mnoziny {z1, x5}, pro
x3 to bylo maximum z mnoziny {xi, x5, x3}, pro x, to bylo maximum z mnoziny {zi,...,z,}. Po
preliti se situace obratila. Prvky jsou na Pop zasobniku ulozeny v potadi z,, ..., x; od "nejvyssiho” po
"nejspodnéjsi”a pro jejich lokdlni maxima nyni plati: pro z, je to maximum z mnoziny {x, }, pro =, 1
je to maximum z mnoziny {z,_1,x,}, pro z; je to maximum z mnoziny {x,zs,...,x,} a hlavné
pro z, je jeho lokalni maximum rovno maximu z {zs, z3, ..., x,}. Proto jakmile operace pop()
odebere vrchol Pop zasobniku, tj. par s prvkem z;, tak maximum fronty najdeme (diky prazdnému
Push zdsobniku) jako lokélni maximum vidéného vrcholem Pop zasobniku, nebo checete-li jako lokalni
maximum vidéného prvkem x5, coz je presné to, co nalezne i funkce max(). O]

Tvrzeni 2. Problém Formace jsme schopni vyresit za linedrni cas.

Diikaz. S maximovou frontou uz snadno navrhneme jednoduchy algoritmus. Je-li pole x prazdné,
pak nemusime nic délat, proto predpokladejme, ze se v poli x nachazi alespon jeden prvek. Ve fronté
si v i-té iteraci budeme drzet vzdy k; prvku, ze kterych mame praveé vybirat onen maximalni prvek.

e Zavolej push(z;) a vypis na vystup z.
e Pro vSechny ¢t =2,3,...,n:

— Je-li k; > k;_4, pak zavolej push(z;).
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— Jinak odeber z fronty k;_y — k; + 1 prvka, tj. zavolej tolikrat funkei pop().

— Zavolej funkci max() a vypis vracenou hodnotu na vystup.

Rychle rozebereme funkénost algoritmu. Pro prvek x; je jisté spravnym vystupem sam x;, protoze
ki = 1, nebof k; > 1 dle zaddni a zarovenn k; < 1, protoZe nelze $ahat na prvky mimo pole z.
Déle kdyz k; > k;_1, tak budeme chtit vybirat maximum z fronty definované na konci ¢ — 1. ite-
race s pridanym prvkem z;. Naopak pokud k; < k;_1, tak budeme z fronty néjaké prvky odebirat,
konkrétné jich budeme chtit odebrat k;_; — k; + 1. Napi. pokud k; = k;_1, tak potfebujeme odebrat
pravé jeden prvek, coz nam uvedenda formulka krasné spliuje. PovSimnéte si, ze fronta po vlozeni
uvodniho prvku z; uz nikdy v prubéhu algoritmu nebude prazdna! Funkce max() tak vzdy skondci s
uspésné vracenym maximéalnim prvkem. Funkce max() sprdvné vybird maximum z fronty, proto pro
kazdy prvek x; vrati odpovidajici maximalni prvek.

Nakonec nam chybi odvozeni ¢asové slozitosti. Tato ¢ast muze byt pro ¢tenare zajimava, protoze
operace push(z) ani pop() neni konstantni a alespon jednu z téchto operaci voldme pro kazdy prvek
x;. Nejméné efiktivni ¢ast naseho algoritmu je ¢ast ”prelévani”’z Push do Pop zasobniku. V kazdé
iteraci muzeme takto prelét az n prvku, tedy pro kazdy prvek udélame O(n) operaci, a protoze prvku
je n, je slozitost algoritmu O(n?). PiestoZe toto je pravda, nenf to presné to, co bychom chtéli ukézat.
Abychom dokéazali, ze nas algoritmus skutec¢né bézi v linearnim case, budeme se muset podivat jesté
jednou dovnitt do implementace ndmi navrhnuté datové struktury a jejich operaci push(z) a pop().
Zasadnim pozorovanim bude, ze kazdy prvek x bude vzdy nanejvys jednou v Push zasobniku a
nanejvys jednou v Pop zdsobniku, tj. pokud prvek z opusti Push zasobnik (tedy bude ”prelit”do
Pop zésobniku) uz ho nikdy znovu do Push zdsobniku nepfidéme. To stejné plati i pro Pop zdsobnik.
Pokud prvek x bude jednou odebran z Pop zasobniku, tak uz se do néj nikdy znovu nevrati. Kazdy
prvek tak bude nejvyse jednou vlozen do Push zasobniku, nejvyse jednou pielit do Pop zasobniku a
nejvyse jednou z Pop zasobniku odebran. Celkové tedy nékde v prubéhu algoritmu bude na kazdém
prvku provedeny 3 operace presunu, coz je konstantné mnoho! Nevime sice presné kdy v prubéhu
algoritmu se dany prvek presune, ale to nas vubec nemusi zajimat! Pro nés je dulezité, ze pro kazdy
prvek provedeme konstantné mnoho operaci za cely algoritmus. Celkové pak dostavame, ze pro
kazdy prvek, kterych je n, provedeme O(1) operaci, a tedy celkova slozitost je O(n). Dokonce je
casova slozitost algoritmu rovnd ©(n), protoze potiebujeme vzdy precist cely vstup, vSech n prvku
a musime tedy vykonat Q(n) (¢téte "alespon ¢ - n operaci”pro néjakou konstantu ¢ € R). O

Tvrzeni 3. NavrZeny algoritmus bezi za linedrni c¢as a je to algoritmus optimdlni, tj. neexistuje
algoritmus, ktery by problém Formace vyresil rychleji nez v linedrnim case.

Diikaz. Nami navrzeny algoritmus bézi dle predchoziho odstavce skutecné v linedrnim case a protoze
vzdy musime precist cely vstup, musime vykonat alespon linearni pocet operaci. Asymptoticky rych-
lejsi algoritmus by nezvladl precist cely vstup, proto slozitost naseho algoritmu je nejlepsi mozna a
algoritmus je skutecné optimalni. O]
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