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Reseni ulohy ¢. 2
Navazovani spojeni

V tejto ulohe sme pracovali s orientovanym grafom. Skor nez zacneme ukazovat postup nasho
riesenia, zavedieme si niekolko pojmov a ukazeme niektoré z vlastnosti orientovanych grafov, ktoré
nas budua zaujimat. Vlastnosti, ktoré si v tejto casti ukazeme su zakladné a ak ich uz poznate, tak
sa ni¢ nové nedozviete a kludne tito cast preskocte. V tejto Casti zaroven zavedieme znacenie, ktoré
budeme pouzivat dalej.

Zakladné definicie a vlastnosti skiimanych grafov

Kedze pracujeme s orientovanym grafom, musime si ho aj formalne zaviest.

Definicia 1. Orientovany graf G=(V, E) je usporiadand dvojica, kde V je mnoZina vrcholov grafu
a E je mnoZina orientovanych hrin E = {(u,v)|u,v € V}.

Budeme pracovat s niekolkymi funkciami deg, deg, a deg_. Funkcie deg,, resp. deg_ vratia pre
kazdy vrchol pocet hran, ktoré vedua do tohto vrcholu, respektive z tohto vrcholu. Funkcia deg vrati
sucet vysledkov tychto dvoch funkcii.

Definicia 2. Bud orientovany graf G=(V, E). KaZdy vrchol u € V, pre ktory plati, Ze deg,(u) =0,
respektive deg_(u) = 0, nazyvame zdroj, respektive stok. Vrchol, pre ktory plati deg(u) = 0 nazgvame
izolovany vrchol.

Definicia 3. Bud orientovany graf G=(V, E). Postupnost hran tohto grafu, ktoré tvoria orientovany
kruznicu nazgvame cyklus. Graf, ktory neobsahuje Ziadnu orientovani kruznicu, nazyvame acyklickym
grafom.

Veta 1. Bud acyklicky orientovany graf G=(V, E). V takomto grafe sa nachddza aspon jeden zdroj
a aspon jeden stok.

Doékaz

Vetu dokdzeme sporom. Majme teda acyklicky orientovany graf G=(V, E). Prepokladajme teda, Ze
tento graf neobsahuje Ziaden stok. Vyberieme si teda lubovolny vrchol a budeme prechddzat graf do
hibky a budeme si pamitat, ktoré vrcholy sme ug navstivili. V grafe neexistuje stok, takze vidy budeme
mat nejakého nasledovnika. Vzhladom na to, Ze graf md konecny pocet vrcholov, nutne ndm niekedy
musia "dojst” a my sa skor ¢i neskor vratime do vrcholu, ktory sme uZ navstivili, ¢im objavime v
nasom grafe cyklus. Tu vsak nastdva spor s nasim predpokladom, Ze graf je acyklicky. Dokaz pre zdroj
je ekvivalentny, stacé pri prehladdvani do hibky st v opacnom poradi hrdn. O]

Definicia 4. Bud orientovany graf G=(V, E). Ak pre Vu,v € V ezistuje cesta zu dov a aj z v do u,
povieme, zZe je graf G silne suvisly.

Rekapitulacia zadania

Bud acyklicky orientovany graf. Doplite graf o orientované hrany, tak, aby platilo, ze vysledny graf
je silne suvisly. Popiste stratégiu pridavania hran a odhadnite ich pocet. Snazte sa aby tento pocet
bol ¢o najmensi.

V rozsireni je cielom dosiahnut to isté, ale s grafom o ktorom vieme iba to, Ze je orientovany, a
teda moze obsahovat cykly.
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Pozorovania pre nasu tlohu

Najst nejaké riesenie pre tuto tlohu je jednoduché, staci pridat orientovani hranu medzi kazdymi
dvoma vrcholmi a jasne vidiet, ze existuje cesta zo kazdého vrcholu do kazdého vrcholu a naspat.
Hrany vsak nie si zadarmo a preto potrebujeme niekolko pozorovani, ktoré ndm umoznia znizit
pocet pridanych hran.

Vypocet lower boundy

Skor ako vsak budeme rozoberat tieto pozorovania, odvodime si minimélny pocet hran, ktoré musime
pridat, aby sme tuto tulohu splnili. Zavedieme si predtym znacenie:

e m - pocet zdrojov, ktoré nie st izolované vrcholy
e n - pocet stokov, ktoré nie su izolované vrcholy

e 1 - pocet izolovanych vrcholov

Vidime, Ze sa samostatne pozerame na izolované vrcholy a na zdroje a stoky, napriek tomu, ze
podla definicie st aj izolované vrcholy zdrojmi a aj stokmi. Takéto orwellovské delenie zdrojov a
stokov na rovné a rovnejsie zavadzame pretoze nam ulahcia niektoré kroky pri popise nasej stratégie
pridavanie hran a odhadu poc¢tu pridanych hran. Zatial teda to delenie berte ako fakt, ktory sa nam
zide neskor. Ked budeme odteraz hovorit o rydzich zdrojoch, respektive rydzich stokoch, budeme
mysliet tie, ktoré nie si izolovanymi vrcholmi. Ak spomenieme stoky a zdroje, myslime tie podla
povodnej definicie.

Nutnou podmienkou toho, aby existovala cesta medzi kazdym parom vrcholov je to, aby do kaz-
dého vrcholu viedla aspon jedna hrana a zaroven aby aspon jedna viedla aj z kazdého vrcholu. Takto
mozeme lahko spocitat kolko potrebujeme pridat vstupnych hréan a kolko vystupnych. Vstupnych po-
trebujeme pridat m+r a vystupnych n+r, takze celkovo potrebujeme pridat aspon maz(m+r, n+r)
hran. Ziskali sme teda lower boundu a vieme, Ze s mensim poc¢tom pridanych hran nevieme ziskat
riesenie.

Sposoby prepojeni

Ukézeme si, aké hrany nam staci pridavat. D4 sa ukézat, ze pridant hranu sa nam vzdy oplati viest
iba zo stoku do zdroja. Da sa vidiet, ze ak by sme viedli hranu z vrcholu, ktory nie je stokom, tak v
pripade, ze ttuto hranu budeme viest z jeho nasledovnika namiesto nasho vrcholu, neprideme o ziaden
par vrcholov medzi ktorymi takto zanikne cesta. Postupne teda prideme az do stoku. Ekvivalentne
dokéazeme pre zdroje. Pre izolované vrcholy je pozorovanie samozrejmé, kedze tie musime urcite
napojit na zvysok grafu.

Staci nam teda ukéazat, Ze existuje cesta z kazdého zdroju do kazdého stoku a spéat a toto bude
urcite platit aj pre zvysok grafu.

Popis postupu

Budeme teda pracovat iba so zdrojmi, stokmi a izolovanymi vrcholmi. Nas graf si zjednodusime na
graf v ktorom sa budu nachddzat iba zdroje, stoky a izolované vrcholy. Hrana medzi zdrojom a
stokom sa bude nachadzaf v tomto novom grafe v pripade, ze v povodnom grafe existuje cesta zo
zdroju do stoku medzi ktoré chceme hranu pridat.

Odteraz teda pracujeme iba s tymto zjednodusenym grafom. Nase pridavanie hran bude pozosté-
vat z niekolkych krokov. Najskor si vSak vytvorime pary rydzich zdrojov a rydzich stokov tak, aby
platilo:
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Ukazka zjednoduseného grafu. Zelenou st oznacené rydze zdroje, cervenou rydze stoky a modrou
izolované vrcholy. Cierne s vSetky ostatné vrcholy, ktoré sa v nasom zjednodusenom grafe nebudu
nachédzat.

o rydzi zdroj kazdého paru vie v pévodnom grafe dosiahnut odpovedajtici rydzi stok

o kazdy rydzi zdroj, ktory sa nenachadza v ziadnom pare vie dosiahnuf nejaky rydzi stok, ktory
sa v pare nachadza

o kazdy rydzi stok, ktory sa nenachadza v ziadnom pére je dosiahnutelny nejakym rydzim zdro-
jom, ktory sa v pare nachadza

Takéto parovanie vzdy existuje. Rychlo popiseme naivny spoésob ako takéto parovanie ziskaf.
Majme rydzi zdroj, ktory nie je stucasfou ziadneho paru. Ak vedie z neho hrana do rydzeho stoku,
ktory sa uz v nejakom pére nachadza, spliia tento rydzi zdroj podmienky a my pokracujeme dalej. Ak
vedie hrana do rydzeho stoku, ktory sa uz v nejakom péare nachadza, tak su tiez splnené podmienky.
Ekvivalentne pracujeme so stokmi.

Néasledne vieme zabezpecit silnid stvislost pridanim niekolkych skupin hran. V prvom kroku
vytvorime z parov a izolovanych vrcholov jeden cyklus. To dosiahneme spravnym prepojenim stokov
na zdroj iného paru, respektive na izolovany vrchol. Celkovy pocet hran, ak pocet parov oznacime
p, ktoré takto pridame je p 4+ r. Tymto mame teda zabezpecené, Ze existuje cesta medzi vSetkymi
zdrojmi, stokmi a izolovanymi vrcholmi na tejto kruznici.

Ukéazka parovanie na zjednodusenom grafe, ktoré spliia nase podmienky. Pary si vyznacené obdiz-
nikmi. Modré hrany vyznacuju hrany pridané v prvom kroku. Vrcholy s modrym okrajom su tie,
ktoré tvoria kruznicu vytvorenu v prvom kroku.

Este stale ndm vSak ostalo niekolko zdrojov a stokov, ktoré nie su sucastou ziadneho paru. V
druhom kroku vytvorime hrany od zvysnych stokov do zvy$nych zdrojov Tubovolnym sposobom ale
bez opakovania, teda vlastne znovu vytvorime pary. Toto budeme robit az kym nam nedojda bud
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zdroje alebo stoky. Vsetky vrcholy takto prepojené vlastne napojime na velkd kruznicu vytvorenu v
prvom kroku, teda budu z nej dosiahnutelné a zaroven ju budu vediet dosiahnut, teda budu existovat
potrebné cesty. Toto bude platit vdaka nasej druhej a tretej podmienke pri vytvarani parov.

Celkovy pocet hran, ktoré v tomto kroku priddme je min(m — p,n — p).

Na zaver nam zostali uz iba zdroje alebo iba stoky. Tie teraz iba jednou hranou napojime na
fubovolny vrchol, ktory uz mame vyrieSeny. Smer pridanej hrany samozrejme zodpoveda, ¢i pra-
cujeme so stokom alebo zdrojom. Pocet hran, ktoré takymto spésobom priddme v tomto kroku je
max(m — p,n — p) —min(m — p,n — p).

Pouzity pocet hran

Na zistenie poc¢tu pouzitych hran ndm staci iba sc¢itat pocet pridanych hran v kazdom kroku a tento
vyraz zjednodusit:

p+r+ min(m —p,n —p)+max(m—p,n —p) —min(m — p,n —p)

p+r+ mazx(m—p,n—p)
max(m,n) +r

Vidime, Ze pocet hran, ktory sme pridali sa rovna dokazanému najmensiemu moznému pocétu
hran. Nas postup teda pre kazdy orientovany acyklicky graf vrati optiméalne riesenie.

Odhad casovej zlozitosti

Nas postup sa sklada z niekolkych krokov, ktoré sme nepopisovali priamo, iba sme popisali podpro-
blémy, ktoré potrebujeme vyriesit. Prvy potrebny krok je detekcia zdrojov a stokov a zjednodusenie
na graf zlozeny iba z nich. Detekciu zdrojov a stokov a nésledné vytvorenie popisaného zjednoduse-
ného grafu vieme spravit upravenym DFS v ¢ase O(|V|+ |E|). Vytvorit pary zdrojov a stokov podla
nasich podmienok vieme taktiez spravit pomocou opakovaného spustania DFS na zjednodusenom
grafe, pripadne vieme pouzif aj nejaky iny greedy pristup. Podstatné pre nas je vsak, ze to zvla-
dame aj spolu s pridanim potrebnych hran v prvom kroku robit v ¢ase O(|V| + |E|). Druhy a treti
krok su trividlne a budi oba trvat O(|V|). Celkova naro¢nost pre zdkladné znenie problému je teda
O(V[ +1E]).

RiesSenie pre rozsirenie

Pri rozsireni vyuzijeme z velkej casti nase povodné riesenie. V pévodnom grafe najdeme podgrafy,
v ktorych existuje cesta z kazdého vrcholu do kazdého iného vrcholu a naspéf. Tieto sa nazyvaju
silno suvislé komponenty. Nase predspracovanie bude spocivat v kondenzacii takychto komponent
do jedného vrcholu a nésledne praca s takymto grafom. Vysledkom takejto kondenzacie bude nutne
acyklicky orientovany graf na ktory moézeme pouzit nas predchadzajtci postup.

Nastastie uz existuju algoritmy ako takuto kondenzaciu vykonat, napriklad Tarjanov algoritlrnusﬂ7
ktory identifikuje silno suvislé komponenty v O(|V| + |E|) case. Celkova asymptotickd ndro¢nost
nasho riesenie sa teda nezvysi.

Viac si mozete precitat napriklad v knihe [Priivodce labyrintem algoritmii


https://pruvodce.ucw.cz/static/pruvodce.pdf#page=134
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Prehlad bodovania

’ Bodovana oblast \ Pocet bodov ‘
Korektnost postupu 1 bod
Praca iba so zdrojmi a stokmi 1 bod
Hrany vedené iba zo stokov do zdrojov | 1 bod
Ukézka lower boundy poc¢tu hran 1 bod
Pocet hran postupu 2 body
Zlozitost postupu 2 body
Riesenie rozsirenia 2 body

’ Spolu ‘ 10 bodov ‘




