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Reseni ulohy ¢. 3
Meziuzelna autorizace

Problém

Nejdriv si fekneme, co je vlastné problém, co se snazime vyfesit.
Mame n uzlu a kazdy ma jeden z nasledujicich protokolu, ktery mu dava néjakou vlastnost, pti
odpovidani na otazky.

SAP na kazdou otazku odpovi pravdu
MAP na kazdou otazku odpovi lez

Umi odpovidat pouze ANO nebo NE.

Bud N mnozina uzlu velikosti n. Dale méjme mnoziny S a M, SUM = N.KdeVu € S : u pouzivd SAP
aVu € M :u pouzivi MAP. A |S| >3 a |M| >3

Z mnoziny N muzes vybrat tfiprvkovou podmnozinu a zeptat se ji na otazku. Odpovédi mnoziny
bude odpovéd prevazujici mezi jejimi prvky.

Algoritmy budeme popisovat jako bychom na uzly mohli sahat a fyzicky je presouvat. Na po-
chopeni principu algoritmu to staci, pokud bychom je implementovali, tak to samoziejmé bude
potiebovat vétsi abstrakei.

Nyni si ukdzeme nékolik ukazkovych algoritmu/protokolu. U kazdého algoritmu je uvedeno ma-
ximalni ohodnoceni kterého s nimi lze ziskat. Obecné se bodové zisky odvijeli nasledovné:

e 2 body pokud protokol funguje
e 3 body za pocet dotazu kolik jich protokol provede

— 3 body za presné n dotazu

— 2 body za n + ¢ dotazu, kde ¢ > 0 je konstanta
— 1 bod za O(n) dotazu

— 0 bodu ze Q(n?) dotazu

3 body pokud je zduvodnén pocet dotazu a proc¢ protokol vzdy zaruéi spravného vysledku

1 bod za ukazani, ze feseni s méné dotazy neexistuje

1 bod za rozsiteni na verzi se stydlivymi uzly

Algoritmus 1

5 bodu
Vybereme z mnoziny N dva uzly a a b. Zbytek postavime do fady a oznacime ¢isly. Postupné je
davame do trojice s a a b a ptame se na néjakou tautologii.
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Co tim zjistime? Jsou pouze 3 moznosti, jak vypadd dvojice (a,b). A to
l.ae S, be S

2.ae S, beM

3.aeM,beM

Pokud nastala moznost 2, tak mame prakticky vyfeseno. Pokud byla odpovéd ANO, tak uzel
pouziva SAP, pokud NE, tak pouziva MAP. Zbyva zjistit, jaky protokol pouzivaji a a b. To zjistime
tim, ze vezmeme dva uzly, jednoho pouzivajictho x € S a y € M. Takze vytvorime jinou skupinku
(z,y,a) a (x,y,b). Zeptame se na tautologii a mame vystarano.

Pokud nastala moznost 1 nebo 3. Tak na vSechny dotazy bude odpovéd ANO respektive NE. Tak
mame smulu a opakujeme znova.

213 4 5 ... n—=2 21314 5 ... n—=2 2 3|45 ... n—=2
a a a
1 1 1

A takto opakujeme dokud nenastane pifpad 2. Coz mize byt v nejhorsim piipadé n? dotaz.

Algoritmus 2

7 bodu

Vsimnéme si ale, Ze se nemusime ptat na tautologii, ale muzeme se zeptat na slozeni trojice.
Takze se zeptame na nasledujici otazky: Pouzivate vSichni 3 MAP? Pouzivaji dva z vas MAP a jeden
SAP? Pouzivaji dva z vas SAP a jeden MAP? Na ¢tvrtou moznost se ptat nemusime, protoze to je
posledni moznost, kdyz nebudou ani jedna z predchozich. Jak to dopadne v jednotlivych piripadech?

Vsichni S | Dva S jeden M | Dva M jeden S
S,8,8 NE ANO ANO
S, S, M ANO NE ANO
S, M, M NE NE ANO
M, M, M NE NE NE

Tabulka 1: Ve sloupeccich je odpovéd odpovéd na slozeni, v tadcich skupinky. Pro prehlednost
zna¢ime jenom mnoziny jejichz jsou prvky.

Vsimnéme si, ze pro kazdy mozny piipad, jsou odpovédi ruzné, takze z nich zvladneme dekédovat,
jaké slozeni méa skupinka. Kdyz vime, jaké protokoly se ve skupince pouzivaji, tak se muzeme zeptat
piimo na konkrétni uzly ve skupince. Napiiklad: Pouziva uzel s nejmensim id ve vasi skupince MAP?
Takhle zvladneme na dvé otazky zjistit, kdo je kdo ve skupince. Tuto skupinku pak pouzijeme na
zjisténi ostatnich uzliu. Pomoci otazky: Pouziva uzel s id = jid;, SAP?

Celkové tento algoritmus potiebuje n + 2 otazek. TTi otazky na zjisténi slozeni skupinky, dvé na
identifikovani uzlu ve skupince a n — 3 na identifikovani zbytku.

Algoritmus 3

7 bodu

Zjistili jsme, ze se muzeme ptat na otazku, jaky maji uzly protokol. Muzeme se zeptat na néjakou
tautologii a tim zjistime, jestli skupinka 1ze, nebo mluvi pravdu. A pak se ptame ptimo na jednotlivé
uzly jako v predchozim algoritmu. Tentokrat se ale musime zeptat vSech uzlu na protokol, protoze
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nevime, jaké je slozeni, takze si ten posledni nedopocitame. Takze mame celkem jednu otazku za
zjisténi pravdomluvnosti skupinky a n otazek za zjisténi protokolu kazdého uzlu. Celkem n+1 otazek.

Optimalni algoritmus

8 bodu

Muzeme se néjak zbavit nejistoty ohledné toho, jestli nam skupinka 1ze? Ano! Muzeme. Tieba
otazkou Jak byste odpovédéli, kdybych se véas zeptal na X. Kouknéme se na mozné odpovédi, ten-
tokrat podle toho, jestli ve skupince prevazuje SAP, nebo MAP.

X T 1
MAP [ —T =T | —LHL
SAP T 1

Tabulka 2: Odpovédi na komplexni otazku, = znaci logickou ekvivalenci

Vidime, ze nam pokazdé obé skupinky odpovi stejné, a feknou nam pravdu. Takze se staci zeptat:
Pouziva uzel s nejnizsim id ve skupince SAP? Pouziva uzel s prostiednim id ve skupince SAP?
Pouzivé uzel s nejvyssim id ve skupince SAP?

Takhle se zeptame vSech skupinek a méame to. Celkové potiebuje tento algoritmus n otazek.

Dikaz optimalnosti

Pro dokazani spravnosti se podivejme do tabulky [2| Skupinky odpovi na kazdou otazku pravdive.
Takze kdyz se kazdé skupinky zeptame na protokoly jejich prvku, tak odpovi pravdivé a algoritmus
bude mit spravny vysledek.

Algoritmus je optimalni, pokud nelze vymyslet jiny algoritmus takovy, ktery pouzije méné otézek
a zaroven je spravny.

Pocet raznych moznosti, jaké muzou mit uzly protokoly je 2", ale protoze od kazdy protokol maji
alespon 3 uzly, tak musime odecist 2- (1+n+@), po odecteni d4 ¢islo vétsi nez 271 pro dost velkd
n. Kazdy uzel ma bud SAP nebo MAP. Kdyz si pouzivani SAP ozna¢ime jako 1 a MAP jako 0. A uzly
si sefadime podle néjakého unikatniho id za sebe, tak méame n-bitové binarni ¢islo. Abychom zjistili,
jak vypada cislo pro konkrétni instanci problému musime zjistit jaky protokol pouzivaji vSechny uzly.
Jednou otazkou ziskdme maximalné jeden bit tohoto cisla. Proto, musi libovolny algoritmus pouzit
alespon n otazek, jinak nezjisti dostatek bitu a tutiz by nebyl spravny, takze ani optimalni.

Rozsireni
Vsimnémé si, ze protoze chceme rozlisit jaky protokol pouzivaji a je ndm jedno, jestli se za néj stydi

nebo ne, tak nam staci pouzit predchozi algoritmus. Je nam totiz jedno, jestli ¢lenové skupinky lzou
nebo ne, protoze se vzdy dozvime pravdu. Stejné tak je pouzitelny i algoritmus 3.



